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ノーム幾何学を用いるべ きことを主張 してきたが , レオノ-ム幾何学その も
のについての吟味は余 りのべてこなかった｡そこで ,この論文では ,その点の
反省を含めて ,我 々が採用 している文献 5)の立場 と,Vオノーム幾何学を扱
っているその他の論文の うち ,文献 4),5)の立場 と0)比較検討を行ないつ
つ ,そこに登場してくる条件の物聾的意味を吟味 していきたいと思 う｡
§2 問 題 点
一口に ,tレオ ロジーのレオ ノーム幾伺学的考察 "といっても,レオ ノー ム
幾何学自体についての軽々な幾何学的な間鼠点が存在 し,それらに対して ,何
をもって ,我々にとって合目的的手段 とみなすかについての吟味が必要 となる
わけである｡
今までのところ ,幾何学的な方法論的拡張 としては ,主 として fiユm -
6) . 7)
space と接触 テシソル解析的な部分空間-'oj分解論 とをとりあげて ,それ
らが如何に縮退されて ,文献 5)の立場に帰着す るかをみてきたが ,それらの
縮退化 ,特殊化についての詳細な議論 も必要なわけであるQ
今までの議論の本筋は ,特に変形の時間的変化をレオノ-ム幾何学によって
記述 していこうとし ,空間成分についての 《強テンソル場 ,4)5)を構成する
こ上に集約される. それ故 ,そq)立場は文献 5)の立場その ものになることが
わかる｡高次の時間微分をとり入れることは ,時間的共変微分の階数を増やす
ことによって導入され ,高次の時間数分線素 (速度 ,加速度 ,･-･) をとり入





撞 されることなどが考えられてきたが , Vオロジー的に必要なのは ,どちら
か といえば ,高階時間微分の導入であ り,文献 5)の立場を更に拡張 した形iJTL_
なるが ,自由度C:)関係から ,その辺 をみてみ る必要があろうo
ところで ,か くの如 く,あくま.で も空間成分及びその時間的変化に着 目する
ことは ,その限 りに於ては metric-S‡)aceとしての特性を保存した形で議
論 している ことにな り,変形論の性格 ,ましてや レオロジー的体系乱)特性 とし
て ,この ことは正当化され る問題で あるが ,film - spar,r=に於てほ ,全体
系 としては metric-S王)eICeた り得な く,文献 4),5)ではその点を別の量
に よって補償 しようとしているOしかし ,それらC/)ことは ,一般的な立場から
みても特殊な条件の下での議論になっているわけで ,系統的に把握するにはど
う考えたらよいかが問題 となる｡
もともと ,文献 5)の立場とい うも乱)も , ｢遥｣の幾何学からせi発 している
わけで ,そ0_)限 りでは metrir再ま第二義的なもU)で ,そ0)方面では ,古ffirle
-cionrleXions0/)決定とい うことが ,第一義的な問題点 となっているわけだ
から .我 々はそれをあえて r,etrio - S-pa一(,/巳的性格を導入 して ,変形(/)記述
に用いていることになるo
家 々が ,空間成分の時間的変化に執着す るのは ,線素U:)"長 さガというもの
の変化を追求 していこうとしているわけで ,あ くまで基本計量二次形式は線素
(I)長さ0)2乗を与えろことにしたいからである.これを filrrl- S‡㍑ Ceに拡
張すると ,そa)基本計量二次形式は純時間成分 (カのホテンシャル)が余分に
加わ ったもo)となって ,物艶的次元が t変形 ガを表わさな くなるOその点は工
4)5)
学力学系などで ,基本計量二次形式を全系のエネ/レギーに対応 させ る立場では,
かえって film-spa.Ce的顧扱い0)方が有利であろ うが ,それを我JM -)場合
にあてはめると ,実体の判別しに くい時間 ･空間の混合成分などが出現してき
て ,必らず Lも物艶的に有効だとはいえない問題があるOその辺の事情につい
ては以下論ず るところであるが ,それ と関連■して ,今まで度々のべてきたとこ






我 々が ｢レオ ロジー0_)幾何学姑研究｣に用いてきたVオ ノーム幾何学の概略
は次のとお りである1.P.
即ち ,変形即座標変換の立場から.それが時間に依存するとして ,強ペグ 十
)v.綬素の変換 ,
4_8F_XLK-∂霊 気 ‡. (5･1)
を基礎 とし ,(8ⅩK,dt) に基づ く強テンソル場を構成 していこうとす′る o′
変形A'?によって ∴着 冒される空間成分のはる場の計量は
タ スK-Al A花 8 J i (5･2)
i
で導入され ,これは通常の意味の変形 ,盃の次元をもつ-oそ して metricな
性格をもっていると考えるO次に局所的な状鯵把堤のために ,強テγソル場 の
接続を導入する｡強共変微分を






▽ⅩK- DtXK + rlEx1 : D･七-∂七十Ⅹ(1)p
(5.5)
(5.4)
で定義するo各接続係数は (iト 空間が変形前の Euclid空間で ∂Jiな る計
量をもっていると仮定 し宅いるか ら ,





で与えられるO この強 テンソル毅の他g)テ3/ソル畳は,,通常の定義に基づいて ,
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2〔▽yVp〕Ⅹぷ- 訳読 応 Ⅹス - 2 S蒜 l▽lXX,
2 〔▽p▽〕ⅩN- pL了 Ⅹ^ - 2q云}▽スXG
但 し lvy▽一班〕- 与 (▽リ▽〟-▽〟▽y)
(5.6)
と定義されるが .(5･5)の時は ,本質的にこの系の特徴を表わすべきもo)と
して ､(5.6)のテンソル畳のかた代わ りをする畳としては ,空間的非ホ ロノー
ム対象
K
: -::-:_ニ ー 工 二 二 二 一 -:-: ･; _: :-.:二
と ,時間的非ホ ロノーム対象
勘 - wKi･ 2Ⅹ(両 端 ･ ∂･,x(1)K
Le
A
但 し (∂t ∂ス- ∂ス∂t)XX三 一 wIP∂〟XK
(5.7)
(5.8)
である.揖芸を (5･7)の形式にあわせるべ く,･nlK- -YIG とお くことは一
般的には不可能で ,そこに ,時間の介入による強ペ グ ナノレ場の構成 とい う非ホ
ロノ-ム療作 の影響が出て くるOもっとも ,強ベク日レ場に うつる以前の ,単
に film - spaceからG,)分解をしたたけで未だ実体化されていない段階でOI)
(且Ⅹ応,d･t)- I･iela に於ては ,時間 ･空間C')交換可能性が成立つ ,即ちG
ホロノー李と考える方が現実に適していると考えるならは ,wl=Dとおけ
ち.文献 4)T･-は最初から砿 - O と仮定しているから,舘芸- ∂lX(恒
に帰着 している｡
文献 5)では ,度々指摘 した如 く,はじめから r10rr･a.ユー frameを採用し
ていることに注意 しなければならない｡この楼蘭 は時間軸 と空間軸が直交して
いて ,我々は ,あたかも時間軸そ0)ものに乗 って ,それに直交する空間成分場
の時間的変化をながめていることになる｡このことは ,空間成分が時間成分に
影響を与えることの起 りうる相対論的現象以外では ,現実の我々の観測操作に
なっていると考えられる｡ 一方 ,normaユーCOOrdinatesは ,今度は系の
とり方を規定するもa)で ,norrlal性は保存 しつつ ,よりmacroな形での .




2)･6)FIRの親定を与 え ,時間微分をLie一微分におきあほ るにのべた如 く,
ことを意味する｡このことは .(8㌔ ,dt)をホロノエム化すべ く,微少変
～
換をすることに相当し,初期条件 ,ち-t=Oで ～xK =ⅩK を蒲す (言6
7 - 七)をもってきて ,
dxE= d=&_ x(1)K d言 1
;;E= d;: ~ 志1'K d言 ‡ (5･9)
なる微少変換を施すこと隼な ｡,結果的には～TPR1- I.pRl,7;-FIR-
-alXt'･Pで与えられるからe)flRl- ∂l･豪(1)& とな って前にのべた ところ･と/
一致する02)
さて ,次に前節にものべたが ,met草C性について考えよう｡文献 5)は ,明
らかにm次の or尽erの r道｣の方程式




∂pgl6-㌔ ; gvG+rJ,Ry gly,
Dt gl6-rlyダyK + Tf g}y i (5･,1)
から ,接続と計量を結びつけることを考えている｡もちろん ,その関係は計量
のみからほ決定され得ず ･本質的-には輸,sIElが決定されねばならない間




ぬはならない｡文献 4),5)では トそれらを De‡lnungStehsorとか Zenも-





-elem ent (Ⅹ,Ⅹ(1)･･Xhl))の変換則を閉じた形で求め -rpXl,r了 を決定







立った時 .高分子溶液 ,粉 ･粒体力学 ,輸送問題などへの応用が有効になろうO





line-element (Ⅹ,Ⅹ(1),-Ⅹ (mj)の採用と同等になるが ,前にのべた如
く,レオロジー的には (▽,▽2,-▽㌍`)の導入の方が意味をもって くる｡
つま り,よりmicroに洞察する立場として ,▽m(m- 1,- )の垂人が観ら
れるわけで ,形式的には ; (5.5),(5.4)杏
DXK - 且ⅩK + rpKIXl ∂Ⅹ〟 十 FIHxjdt





Ⅹ(1),-,Ⅹ(m))を独立変数 とみなし ,七をpara′meterとして扱 う立場は良く
知られている如 く,n次元のm次の oraerの KawaゼuChi空間Knh)に導か9)
れ るのが ,そこでは irltrirlSictransformatic,nsLか考えられていない
5)
から ,レオノ-ム的に拡張する必要があろう. これらの microな洞察に対
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それ故に ･metricなる概念が必然的に変形 ,歪に結びついてき ,従って空
間構造自体も ,こと変形場に関する限 りme七ricでなければならないとい う
要請に基づいた議論であった｡ところが ;あえて ,計量即変形 とい う物理的対
応を考えなくてもいい場合には ,｢還｣の幾何学そのもので充分役に立つこと
がわか卑L･そ うい う場合は ,計量,I)意味 としては ,内部 自由度間の相互作用だ
とか ,単なる内積の定義のためだとか ,指標の上げ下げのため だとかにな り,
系自体には metric性a)条件は導入されないO我々は ,そのいい例 として文
献 10)の孤立鎖の形態空間の記述をあげることができるo そこでは高次の形
態空間に第一段階 としての リーマン計量のみ しか導入 していな く,第二段階の
鞍続までは考えていないが ,逆にいえば ,そこに萱場する相互作用から計量 を
決定せんとする立場 とも考えられるが ,接続の導入という第二段階が物背約に
対応づけられていない欠点がある｡
一般的傾向として ,metricな af土Iine-connexionが q 長 さ ガの概念







あるから , 結果については簡単に記 したい｡ 文献 5)でははじめから強ベ ク
トル場へ分解するが ,文献 4)では ,いったん (A)- (右 D)分解を行なっ






,Ⅹ^ -且Ⅹ^ ',XN志.xMaxN '1･1-'
で与えられるとした時 ,これのべ‥ ル性から掌NAM rtついての変換則が得ら




fpo}-o･ f po｡-0, 苧oo, -0･ (4･考'
挙.O｡ニ ー' (スカラー) (4･5)
掌pXl-TpKl, (4･4)
数｡-FIR一 篤 x'1)p, (4･5'
鳶 -r}K - TpKI X'1)p, (4･6)
挙oR｡-1 Ⅹ'2'6-rpxlX(1･u x'1)p.2TIKx'')i.rx'')㍗ (4･7'
などを得 る｡文献 4)では ,はじめから,
S NOM - 0, fNAM -FM?N (4･8'
と仮定して I)-マン的に扱っている｡文献 4)の如 く,言霊,.をいったん
(A)-(A,o)分解して然る後に強ベクトル場へ移行する立場では ,強ベクt
ル場の共変徴分 としては
DX応- dXぶ り /iⅩlSxP･rlGⅩldt (4･9)
なる形になるから ,文献 わ の立場では ,(4.4),(4.6)に相当す るものが
(4.9)に垂壊してきて ,それ以外は消失するということになる｡これらのこと
紘 ,normal-frameのV オノーム変換から ,
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aeE- (fpIR8ⅩP ･ 掌oIEat叛 ,
d⑳｡ - (fpo08ⅩP+苧o.a-t'80
(4.10)
が成立たねはならず .従って (4.10)に登場する4種賎 しか出現しな くなるが
'4･2)のため隼 ,結局 鶴 鳶 1,7 00.~ニーr･'の三橿凱 か出凱 て
こな くなるo (4,8)の卵 には (掌 pKl,掌｡Kl)の 2鯛 である. (4･10)
への帰着が実は非ホロノーム条件 となっていることに注意 しなければならな十
が ,これらOj議論の背景には ,空間は時間方向に ,はみだしてはいないことな
どが考慮されていて ,filml-spac'eからの縮退 も,か′･(して我々の.立場に帰
着することになる｡文献 4)の立場は ,文献 5)を f'illrirSPaCe的に扱った








のものとしてとり入れ られるが ,Wβの方は外からの作用 として把握されるか
ら ,耗空間成分の場には ,直鼓 とり入れられないこと,になるoWXが次節での
べ る如 く,純時間的 potential力に相当していることからもうなづける｡ 計
米 米 来 米
量についても同様の分解が可能であるが ,ダIN,Flo-50ス,500などを如
何に対応づけてい くかが間藤とな り,これらの羊とは次節の "Absolite





困無であ り,物塵的意味は .分解された結果にqDみ求められるべきやあるか も
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しれぬが ,方法論的な厳密さを要求する時は ,jj下のべ るところも.考慮されて
7)
然るべ きだと倍ずる｡それは ,前論文 でのべた ところの接触 テンソル解析的
itg
な非ホ ロノーム部分空間の分解論 を (A)- (),0)分解に摘用することであ
るO詳細は省略するが ,(A)-空間の二自由度 (A,0)への分解で ,し.かも強
ベク トル場への分解とい う非ホ ロノーム分解が対応してくる.
ll) A A
令 ,その分解を与えるところの Connecting q-uantities (ち.K,C.o)
(但 し A- 1･.･n,n+1;〟- 1- n)とおき ,この逆要素を
とお くことにすれば ,
BA B･ 1
･K A - 861, ヨ二 Ci 0- 0, Cプo B;.- 0,
A .D
C･D Cd - 1,
∴∴ l_:I H -.=二 ●~- :-二
(B;i,C品o)
(4.15)
が成立つ o これに対して rheonomicgeOmetry的立場に移行するには ,
B霊 =(63,BS- O), C.A.- (cE,co- 1)
BムK- (∂Kl,B言ニーC芸), C/'10- (C10- 0,coO干 .)
なる特殊化を行なわ ればな らない O これにより,線素 dxAも
A
(且Ⅹ)M-BTdx - dxK- C芸dt,
(ax)0- cLoaⅩA- dxO- at
と分解され ,偏微分操作も,
DK f 言 方 ･AG ∂A f- ∂K王･










で与 えられ ,C芸- 一首 - 女(恒 ならば文献 4)のもの と一致す る｡-#続 も
DXA〒 dXA +lNANlTXM dxN
A A
▽NX - ∂NX + FNAMXM
DXG - 且ⅩK +境 Ⅹス (dx)P ･F.HIXl肌
- (vp xぷ)-(dx)〟 + (▽ⅩK)dt ,




仁 -;-∴ ~.∴ 3.;･i_-｣ -I:･._‥∴ ∴ ● Z-'.t K




で与えられることとなるo曲率 テンソjVや涙率テンソノレは ,▽p,▽ によって
(5.6)と全 く同様に定義されるO もうーっこの取扱いで導入され るテンソ7レは,
7),ll)
Euler-Schouten曲率 テンソル に類するもので .
守.u琉 -Hム･lO c.Ao , ▽p cで｡ - 盲宗 E BでG
･ Bf} - H昌io cfo , ∇C.Ao- H;･oぷ B.AH
(4.21)
で建義されるが .(4･14)の下では H'-'K と Ho';H Lか払現しない ｡ これらは,〟0
いわば時間 ･空間の混合成分で ▲, (A)- (A,0)分解故に出現して くるものだ
から ∴それぞれ W芸 とWKに相 当していると解されるoこの点を文献 4)は見 ､
逃がしている｡ (Ⅹ応,七)- fielaを film-spaceとして把握 した時に ,
改めてそれを空醸成分の強ベ ク ト7レ場へ分解することを考えなければならない
が .その振作を与 えるのが C■onnectingquantitiesであり.それを特殊化




なく,そしてや ,今までのべてきたところは ,文献 11)が意図しているとこ
ろの接触変換 とは何 ら直接的な隣係はな く,分解換作を勝手に用いただけに.1
ぎない｡









･まず ,A.●wtlnaheilerは 《RheonomeGeometrie" を rheonomic
trans‡ormations
:K==:-〟 (Ⅹ i't ' i (5･1)
の下での不変量を求めるこ･ととみなし,基本になるべ き･不変量として
as2- 515.1qXE.axl+ 2aAdxla-i+A dt2 (5･2)
を採用し ,この二次形式の不変式論を畏開せんとする｡ (5.2)には aS2=
2T旦七2･なる力学系のエネ'ワギrTという物理的豊郷付随してい.るから長さ
甲次不様もつていないog加 ,を選 本計量テンソル ･aスを運送速度'(F･血r-
uTlg芦一geShや ndigkeit),Aを運送カ (let.endigeKria･ftaerFl,:hr-
141ng)とよ木′でいるoα)や A をとり入れた強ベクいレ場を構成せんとしてい
る｡ 強ベク,トル線素 としてほ ,(5.1)の如 く,
8Ⅹ応- dx応+ an机 ; a6- 才Hス aユ
ー28-
(5.5)
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を採用 し ,(5.2)を
∫
dS2- 才IE8Ⅹ H 飯ス + A dt2 :i/C- A-aスα -ス (514)
とか きなおす ｡ LAを横断還送力 (もra.nsversale･lebendigegraft)とよ
んでいる｡ (5･4)でわかる如 く ,norma,i-frameを採用すれば ,αlが表
面には出てこないことがわかる｡ (5.4)の形式は文献 4)のものにも一致す
る｡ 次に ,この強ペグ 日レ場の接続を ,強共変微分
DXK- dXK +FpKIXス且Ⅹ〟+rlKxl飢
- (▽〟Ⅹ K ) 8ⅩP+ (▽ XK)鍋
? ??
???? ▽pxだ≡ ∂pxだ+瑞 Ⅹス,
▽Ⅹ〟= ∂txE- ait▽ ⅩH〃
????????
?
? ? ? ?
??
? ?
? ? ???? ?
で導入しているが ,文献 5)0)もo)とは ,元々の強共変微分の導入形軍が異 な
るのみである0 才加 については ▽p 才加 = O,▽ ダIK- 0を仮定し ,こ
れについては metricと考えているG更に ,罪 (〟) を holonomicと仮定 し
全体が リーマン空間であると考えていもために ,
瑞 ≡fiLEli三 才Ey(∂pgly+ ∂lダリ〟-∂yダpI
FIX ≡ 持 主-吉 夢Ey(∂七タス〆 ∂Aay- ∂リα}) 'i
(5.6)
で与えられることになる｡次に例の伸張 テンソ/レ (Dennungstensor)だ
が ,そ0)定義はホ ロノーム系では ,










･Kによる Lie倣分与告辞IRであ●ることがわかる′b 次に ,系吊 を 拍}K,)
によって非ホ ロノーム変換することを考える｡ その変換自身が レオ ノ丁ム的で
あるとして ,
dx応 -℃lH′dxス′+b応a t , (5･9)
強ベク :ニイt-Lb?,∂Ⅹ 1,･BEdt;tBb;,-=atH∴ b(K a-K:K^iKP,l '･ (51.0)
なる変換に帰着する.時間まで含めiてそれを explicitに表わした場合には
B方とい う横断速度 (quergeschwindlgkclt ) が出現し ,その時の非ホ
ロノーム条件は
･三′BK- 0 , lJ.老 ∂ⅩX′- 甘 6Ⅹス (5･,,)
であるC この条件は ,罪 (K′)では二次形式が ,





as2-bl′K′8XK ′6Ⅹス ′ + -B at2 ;LB- LA + BIBA (5115)
となる時 ,直交性が保存されていることに相当する･o文献 5)では , (^ ′)-
空間として三次元中の曲面を考えているため (b2')ほ部分空間への射影換作







- 5 O -
(5.14)
Vオロジーの幾何堂的研究- Ⅵ
で与 えられることになるが ,これ らを レオ ノーム幾何学的 に解釈すれば ,前節
最後にのべた とごろとなる ｡
も う一つの特徴 ある量は遠心力 (Zerl･urif.l㌍1krafも)はホ ロノーム轟 だ
と ,
sK - 喜∂謹 , (文献 4)では W.t とかいてい る) (5･.5)
非ホ ロノーム系だ と
sK′- tEl′(喜 ∂AA -▽至}- BPvpBl- WスpBP, (5･1d)
で与 えられ ,明らかに純時間的 ポテンシャルカになっていることがわか るo
WA応は非ホ ロノーム系では
w A′ぷ′- bll, bKEJ W スp-BpHl･Jx･JP (5･17)
で与 えられ ,必 らず Lも対称ではな くな り,甲滋,iJ〝 に依存す るところ大で
ある｡
以上のべてきた一連の幾何学的取扱いを ,A.Wl皿d.heilerは qAbsolu-te
Mechanik"に応用 しているわけだが ,a_S2= 2Td12 の非ホ ロノー ム ･
レオ ノーム変換下の不変式論の結果 としての還動方程式の絶対形を求 めてい る｡
それほ 賃a瓜ilton のエネルギー変分原埋
I(iT + 現 すⅩ l ) at - o ;; 漂 まを孟芸 芸 '" 共変微分 ) (5･18)
に基づ いて ,2T- ,v2+ 耳 (vx-妄k十 αK)から計算す ると ,絶対方程式
(absr31uteGleichungen)としーて ､
DvK
dも 十 W芸 Ⅴス ± sG + a.K (5･19)
を得 る｡この式は非ポ 董ノーム系に移 して も (5.16),(5.17)を用いれ ば不 変
に保たれ ることが示されている .1こ0)式で COliolisカ的なある仮想的なカ






rpxl VIvp+rlKv1- qK+ sE (5.20)
とい う良 く知られた ｢道｣の方程式に帰着する｡
か くして ,今までのべたところをまとめると,要するに ,強ベ ク ト/レ場の構
成を図るわけだが ,A.Wund_heilerでは非ホロノーム .レオノーム変換を空




ていないO又 ,DダAK=0で空間成分 グ加 については 汀etricを仮定して
いるが ,そ0)他0)成分については rlOn一me-Cric0)ままで考察し,むしろ タスE
以外の aス,Aなどの余分な自由度を積極的に顧入れようとして ,DehnungS
毛ensorw}応や ZentrifugalkraftSKとして物理的意味を与えんとして






文献 4),5)との比較換討を行なってきた｡文献 4上 5)の取扱いは ,
(n+1)一次元の 土-ilm-space中での記述であり,時間的成分と空間的成





ついては ,純空間成分については ,ベク トルの平行移動ではその長さが保存さ
れ るとい う要請を満たすべ く仮定されるが ,､他の成分についてはその限 りでな
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